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I. Paquet d’ondes et Inegalites spectrales 

On considere une particule libre de masse m que Ton decrit par un paquet d’ondes 
dimension) defini par : 



(a une 
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X 



On considere 1’ instant t-0 et on suppose que g(k x ) a une forme rectangulaire : 
g(kx) = 1 pour ki< k x < k 2 et g(k x ) = 0 ailleurs 



1) a) Determiner T(x,0) ; on posera : k 0 =(k 2 +ki)/2 et Ak= k 2 -k, 
b) En deduire la densite de probability et tracer sa variation. 

t ®) Justifier que onde M ; (x,0 ) peut etre associee a la particule. 

2) Quel est le produit Ax.Ak x des extensions des fonctions. Reecrire ce nroduit en 
utilisant la relation de L. De Broglie. Commenter. 

3) Donner la relation de dispersion co(k x ). Comparer la vitesse de groupe v g a la vitesse 
de phase V<p et a la vitesse v de la particule. Conclure. 



4) On plonge maintenant la particule dans un potentiel constant U(x)=U 0 ; montrer que 
1’ expression generate T(x,t) du paquet d’ondes est solution de l’equation de Schrodinger. 



II. Comportement d'un paquet d'ondes sur une marche de potentiel 

Soit une particule de masse m se deplaqant le long de l'axe x soumise a un potentiel U(x) 

mdependant du temps en forme de marche. Au point x=0, le potentiel est discontinu et on a 
U(x) = 0 pour x negatif et U(x) = U 0 > 0 pour x positif. 

A/ On sait que dans un tel probleme, l'equation de Schrodinger conduit (voir cours) : 

- pour x < 0 a une solution, somme d'une onde incidente et d'une onde reflechie, soit : 

l F 1 (x,t) = [A(k)e lk>x + B(k)e _lkx ] e ~ ico ( k )- 1 

avec ho(k) = h 2 k 2 /2m = E(k) ou E(k) est l'energie de la particule. 

- pour x > 0 a une fonct ion d'onde transmise dont la forme depend de la difference entre k 

et K 0 ou Kq = ^2 mU 0 / /z 2 . On considerera uniquement le cas ou k < K Q et on a alors 



pour x > 0 : ^(x.t) = C(k) e “P( k )- x e _i ®( kk 1 

1) Montrer que les coefficients A, B, C sont lies par les relations : 



avec p 2 (k) = K ( 2 - k : 



B(k) _ k — ip(k) 
A(k) k + ip(k) 
2) Montrer que Ton peut reecrire : 



(1) et 



2k 



C(k)_ 

A(k) k + ip(k) 



( 2 ) 



(1) sous la forme : = e 2l0 ^ k ) et (2) sous la forme : = 



A(k) ' ' A(k) 

Exprimer tg9(k) et a(k) en fonction de k et Kq ; (a noter que a(k) est reel). 



= a(k) e 



— i0(k) 



B/ On salt que les ondes planes ne constituent pas des solutions phvsioueme nt 
a c c eptables de l’equation de Schrodinger . on doit alors construire des paquets d'ondes 
On supposera que le paquet d'ondes incident s'ecrit : 



4'.(x,t) = A = 
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f+OO 

J g(k) e 

J —oo 



l 



k.x-co(k) t 



J dk ou g(k) est nulle pour tout k superieur a K 0 
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1) Donner Pexpression generate du paquet d'ondes reflechi SF r (x,t) et celle du paquet 
d'ondes transmis ^(x.t), en utilisant les resultats de A/. 

2) On suppose que g(k) est une fonction reelle, centree sur k 0 et ne prenant de valeurs 

appreciates que sur un intervalle Ak autour de k Q . Dans ces conditions, on utilise la condition 
de phase stationnaire pour determiner le centre du paquet. 

a) Rappeler cette condition et determiner la position, Xj(t), du centre du paquet d'onde 
incident a l'instant t ? En deduire sa vitesse. 

b) Montrer que la position, x r (t), du centre du paquet d'ondes reflechi s'ecrit : 

x r (t) = ~^ ( t-T) avec X— | nl - 1 Z.-Jfk. 

m nk ° 

c) Interpreter les resultats precedents en discutant Involution temporelle du paquet 
d'ondes total. On rappelle que ces resultats n'ont de sens que pour x < 0. Quelle est la 
signification physique de x ? Reexprimer x en fonction de U 0 et E(k 0 ) = E 0 . 

d) On s'interesse maintenant au paquet d'ondes transmis '^(x.t). Montrer que son 
module est maximal quand t = x/2. 

On donne: [Arctg f(x )] 1 = — — — 

1 + [f(x)] 2 

3) Application numerique : Pour un electron, on suppose que U 0 =2E 0 =4eV. Calculer la 
vitesse du paquet d'ondes incident associe ainsi que t. (h~10 -34 J.s et m e =9,l 1. 10“ 31 kg). 



III. Marche de potentiel «inversee» 

Soit un systeme de masse m et d’energie E 
soumis au potentiel V(x) tel que : 

V(x) =V, pour x<0 et V(x) = V 2 pour x>0 
Un tel systeme pourrait par exemple representer 
1’ interaction d’un electron libre et la structure 
atomique d’un metal situe en x>0. 

Considerons que l’electron est libere du metal et 
se deplace vers les x negatifs . 



V(xV 




Exterieur 


Metal 


(i) 


(II) 


V] 






v 2 



D I er cas : E>V<>V-> -a 0 

Ecrire l’equation de Schrodinger stationnaire dans chacune des regions (I) et (II). 

a) Resoudre (’equation de Schrodinger et preciser la nature de chaque terme. 

b) Ecrire les conditions de continuity de la fonction d’onde et de sa derivee au point x— 0. 

c) Definir le coefficient de transmission T, c’est a dire la probability pour que f electron 

quitte le metal. Expliciter T en fonction de ki et k 2 oil ki et k 2 sont les vecteurs d’ondes (a 
definir). Meme question pour R et verifier que T+R=l . 

d) Ecrire T en fonction de Vi, V 2 et E et faire application numerique avec : 

E = leV, V|= 0 eV et V 2 = —10 eV. Commenter. 



> 



2} 2 imc cas : V,<E<V, 

a) Que devient la solution de I’equation de Schrodinger dans la zone (I) ? Interpreter ce 
resultat. 

b) Donner une explication qualitative du phenomene qui aura lieu si on considere que la 

zone (I) presente une 2 eme discontinuity de potentiel (V 3 ) a x = -a et que V 2 <V 3 <E<V, 
(barriere de potentiel). 
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